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О существовании решения уравнения Бельтрами с вырождением
Про iснування розв’язку рiвняння Бельтрамi з виродженням
On the existence of a solution of the Beltrami equation with degeneration
Найдено одно из возможных условий, при которых уравнение Бельтрами с вырож-
дением эллиптичности имеет непрерывное решение класса Соболева. При некоторых
дополнительных требованиях указанное решение является гомеоморфным.
Знайдено одну з можливих умов, при якiй рiвняння Бельтрамi з виродженням елiп-
тичностi має неперервний розв’язок класу Соболєва. За певних додаткових вимог вка-
заний розв’язок є гомеоморфним.
We have found one of the possible conditions under which the Beltrami equation with
degeneration of ellipticity has a continuous solution of the Sobolev class. With some additional
requirements, this solution is homeomorphic.
21. Введение. В последние годы активно развивалась тематика, связанная с су-
ществованием решений вырожденных дифференциальных уравнений Бельтрами, см.,
напр., [1], [2], [3] и [4]. Основные результаты на эту тему собраны в относительно све-
жей монографии [4], где имеются ссылки на публикации этих и других авторов. Одна
из задач, стоящих при исследовании уравнений Бельтрами, состоит в поиске условий
на комплексный коэффициент, обеспечивающих существование решений этих уравне-
ний. Поиск решений, как правило, осуществляется в классе ACL-гомеоморфизмов, хотя
вполне корректно рассматривать в этом качестве и просто непрерывные ACL-решения.
В данной заметке получен ещё один результат о существовании решений уравнения
Бельтрами с вырождением, который основан на переходе к обратным отображениям. В
сравнении с работами [1], [2] и [3], мы ослабляем условия на комплексный коэффициент,
требуя только его интегрируемость и не прибегая к ограничениям более специального
вида. Полученное решение уравнения может оказаться не гомеоморфным, однако, по
отношению к предшествующим результатам степень его гладкости несколько выше и
соответствует классу W 1,2loc .
Обратимся к определениям. Всюду далее отображение f : D → C области D ⊂
C предполагается сохраняющим ориентацию, в частности, если f – гомеоморфизм и
z ∈ D – какая либо его точка дифференцируемости, то якобиан этого отображения в
точке z положителен. Для комплекснозначной функции f : D → C, заданной в области
D ⊂ C, имеющей частные производные по x и y при почти всех z = x + iy, полагаем
fz = (fx + ify) /2 и fz = (fx − ify) /2. Комплексной дилатацией отображения f в точке
z называется функция µ : D → C, определённая равенством µ(z) = µf(z) = fz/fz, при
fz 6= 0 и µ(z) = 0 в противном случае. Максимальной дилатацией отображения f в
точке z называется следующая функция:
Kµ(z) = Kµf (z) =
1 + |µ(z)|
1− |µ (z)|
. (1)
Если задана измеримая по Лебегу функция µ : D → D, D = {z ∈ C : |z| < 1}, то
без привязки к какому-либо отображению f будем называть величину, вычисляемую
при помощи равенства (1), максимальной дилатацией, соответствующей функции µ.
Заметим, что якобиан отображения f в точке z ∈ D может быть вычислен при помощи
равенства
J(z, f) = |fz|
2 − |fz|
2 ,
что может быть проверено прямым подсчётом. Нетрудно видеть, что Kµf (z) =
|fz|+|fz|
|fz|−|fz|
во всех точках z ∈ D отображения f, имеющего частные производные в точке z, где
якобиан J(z, f) не обращается в нуль. Напомним, что отображение f : D → C называ-
ется квазиконформным, если f – гомеоморфизм класса W 1,2loc (D) и, кроме того, найдётся
постоянная K > 1 такая, что ‖f ′(z)‖2 6 K ·|J(z, f)|, где ‖f ′(z)‖ = |fz|+|fz|. Уравнением
Бельтрами будем называть функциональное уравнение вида
fz = µ(z) · fz , (2)
в котором µ = µ(z) – заданная неизвестная функция. Для фиксированного натураль-
ного числа k > 1 обозначим
µk(z) =
{
µ(z), Kµ(z) 6 k,
0 , Kµ(z) > k .
(3)
3Пусть fk – гомеоморфное ACL-решение уравнения fz = µk(z) · fz, отображающее еди-
ничный круг на себя, удовлетворяющее условиям нормировки f(0) = 0, f(1) = 1 су-
ществующее ввиду [5, теорема 8.2]. Пусть gk – обратное отображение к fk, тогда его
комплексная дилатация µgk вычисляется согласно соотношению µgk(w) = −µk(gk(w)) =
−µk(f
−1
k (w)), см. напр., [6, (4).C.I]. Тогда максимальная дилатация отображения gk вы-
числяется по соотношению
Kµgk (w) =
1 + |µk(f
−1
k (w))|
1− |µk(f
−1
k (w))|
. (4)
Будем говорить, что функция ϕ : D → R имеет конечное среднее колебание в точке
x0 ∈ D, пишем ϕ ∈ FMO(x0), если
lim sup
ε→0
1
Ωnεn
∫
B(x0, ε)
|ϕ(x)− ϕε| dm(x) < ∞ , (5)
где Ωn – объём единичного шара в R
n, ϕε =
1
Ωnεn
∫
B(x0, ε)
ϕ(x) dm(x), см., напр., [2, разд. 2].
Заметим, что при выполнении условия (5) возможна ситуация, когда ϕε →∞ при ε→ 0.
Также будем говорить, что ϕ : D → R – функция конечного среднего колебания в
области D, пишем ϕ ∈ FMO(D), если ϕ имеет конечное среднее колебание в каждой
точке x0 ∈ D. Справедливо следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть Q : D → [1,∞] – интегрируемая в D функция и пусть функция
µ : D → D измерима по Лебегу. Предположим, что для почти всех w ∈ D
Kµgk (w) 6 Q(w) , (6)
где gk = f
−1
k и fk – гомеоморфное ACL-решение уравнения fz = µk(z)·fz, отображающее
единичный круг на себя, удовлетворяющее условиям нормировки f(0) = 0, f(1) = 1,
кроме того, µk(z) задаётся соотношением (3).
Тогда уравнение (2) имеет непрерывное W 1,2loc (D)-решение f : D → D, удовлетворяю-
щее условию
|f(z)− f(z0)| 6
C · (‖Q‖1)
1/2
log1/2
(
1 + r0
|z−z0|
) ∀ z ∈ B(z0, r0) (7)
в произвольной точке z0 ∈ D, где ‖Q‖1 – норма Q в L
1(D), C – некоторая постоянная и
0 < 2r0 < dist (z0, ∂D) – произвольно. Если дополнительно Q(z) ∈ FMO(D), либо
δ(w0)∫
0
dt
tqw0(t)
= ∞ (8)
для каждого w0 ∈ D и некотором δ(w0) > 0, qw0(r) =
1
2pi
2pi∫
0
Q(w0 + re
iθ) dθ, то f является
гомеоморфизмом в D.
2. Основная лемма о сходимости. Связь между сходимостью отображений и
поведением их комплексных коэффициентов является важнейшим элементом, исполь-
зуемым при доказательстве основной теоремы. По поводу аналогичных утверждений,
4известных на данный момент, укажем, напр., на [4, гл. 2] либо [7]. Что касается изуча-
емого в работе случая, справедлива следующая лемма.
Лемма 1. Пусть Q ∈ L1(D), µ : D → D – измеримая по Лебегу функция, и пусть fk,
k = 1, 2, . . . – последовательность сохраняющих ориентацию гомеоморфизмов областиD
на себя, принадлежащих классуW 1,2loc (D) и имеющих комплексные коэффициенты µk(z).
Предположим, что fk сходится локально равномерно в D к отображению f : D → C, а
последовательность µk(z) сходится к µ при k →∞ при почти всех z ∈ D. Пусть также
обратные отображения gk := f
−1
k принадлежат классу W
1,2
loc (D), при этом, при почти
всех w ∈ D
Kµgk (w) =
1 + |µk(f
−1
k (w))|
1− |µk(f
−1
k (w))|
6 Q(w) .
Тогда f ∈ W 1,2loc (D) и µ – комплексная характеристика отображения f, т.е., fz = µ(z) · fz
при почти всех z ∈ D.
Доказательство. Будем в целом следовать схеме, изложенной при доказательстве [7,
теорема 3.1], см. также [4, теорема 2.1] и [8, лемма III.3.5]. Обозначим ∂f = fz и
∂f = fz. Пусть C – произвольный компакт в D. Поскольку по предположению отобра-
жения gk = f
−1
k принадлежат классу W
1,2
loc , то gk обладают N -свойством Лузина, см.,
напр., [9, следствие B]. Тогда якобиан J(z, f) почти всюду отличен от нуля, см., напр.,
[10, теорема 1], более того, имеет место замена переменных в интеграле, см., напр., [11,
теорема 3.2.5]. В таком, случае, будем иметь:∫
C
|∂fk(z)|
2 dm(z) =
∫
C
(
|∂fk(z)|
2 − |∂fk(z)|
2
)
·
|∂fk(z)|
2dm(z)(
|∂fk(z)| 2 − |∂fk(z)| 2
) =
=
∫
C
J(z, fk) ·
1
1−
∣∣∣∂fk(z)∂fk(z)
∣∣∣2 dm(z) =
∫
fk(C)
dm(w)
1− |µk(f
−1
k (w))|
2
6 (9)
6
∫
D
Q(w) dm(w) <∞ .
Из (9) вытекает, что f ∈ W 1,2loc , при этом, ∂fk и ∂fk слабо сходятся в L
1
loc(D) к ∂f и ∂f,
соответственно (см. [7, теорема 3.1] и [8, лемма III.3.5]).
Осталось показать, что отображение f является решением уравнения Бельтрами fz =
µ(z) ·fz. Положим ζ(z) = ∂f(z)−µ(z)∂f(z) и покажем, что ζ(z) = 0 почти всюду. Пусть
B – произвольный круг, лежащий вместе со своим замыканием в D. По неравенству
треугольника ∣∣∣∣∣∣
∫
B
ζ(z) dm(z)
∣∣∣∣∣∣ 6 I1(k) + I2(k) , (10)
где
I1(k) =
∣∣∣∣∣∣
∫
B
(∂f(z)− ∂fk(z)) dm(z)
∣∣∣∣∣∣ (11)
5и
I2(k) =
∣∣∣∣∣∣
∫
B
(µ(z)∂f(z)− µk(z)∂fk(z)) dm(z)
∣∣∣∣∣∣ . (12)
Ввиду доказанного выше, I1(k) → 0 при k → ∞. Осталось разобраться с выражением
I2(k). Для этого заметим, что I2(k) 6 I
′
2(k) + I
′′
2 (k), где
I ′2(k) =
∣∣∣∣∣∣
∫
B
µ(z)(∂f(z) − ∂fk(z)) dm(z)
∣∣∣∣∣∣
и
I ′′2 (k) =
∣∣∣∣∣∣
∫
B
(µ(z)− µk(z))∂fk(z) dm(z)
∣∣∣∣∣∣
Ввиду слабой сходимости ∂fk → ∂f в L
1
loc(D) при k → ∞, мы получим, что I
′
2(k) → 0
при k → ∞, поскольку µ ∈ L∞(D). Более того, для заданного ε > 0 отыщется δ =
δ(ε) > 0 такое, что, как только m(E) < δ, E ⊂ B, то∫
E
|∂fk(z)| dm(z) 6
∫
E
|∂fk(z)− ∂f(z)| dm(z) +
∫
E
|∂f(z)| dm(z) < ε , (13)
k = 1, 2 . . . , поскольку ∂fk → ∂f слабо в L
1
loc(D), кроме того, отображение ∂f интегри-
руемо с квадратом по доказанному выше, а значит, имеет место абсолютная непрерыв-
ность интеграла Лебега.
Окончательно, по теореме Егорова (см. [12, теорема III.6.12]) для каждого δ > 0
найдётся множество S ⊂ B такое, что m(B \ S) < δ и µk(z) → µ(z) равномерно на S.
Тогда |µk(z)− µ(z)| < ε при всех k > k0, некотором k0 = k0(ε) и всех z ∈ S, кроме того,
ввиду (13), а также ввиду (9) и по неравенству Гёльдера мы имеем, что
I ′′2 (k) 6 ε
∫
S
|∂fk(z)| dm(z) + 2
∫
B\S
|∂fk(z)| dm(z) <
< ε ·



∫
D
Q(w) dm(w)


1/2
· (m(C))1/2 + 2

 (14)
при тех же k > k0. Из (10), (11), (12) и (14) вытекает, что
∫
B
ζ(z) dm(z) = 0 для всех
кругов B, компактно вложенных в D. на основании теоремы Лебега о дифференцирова-
нии неопределённого интеграла (см. [12, IV(6.3)]), отсюда вытекает, что ζ(z) = 0 почти
всюду в D. Лемма доказана. ✷
3. Доказательство теоремы 1. Пусть вначале функция Q, заданная по условию
теоремы, просто интегрируема в D. Рассмотрим последовательность комплекснознач-
ных функций
µk(z) =
{
µ(z), Kµ(z) 6 k,
0 , Kµ(z) > k,
(15)
6где Kµ(z) определяется соотношением (1). Заметим, что µk(z) 6
k−1
k+1
< 1, поэтому
уравнение (2), где вместо µ в правой части взято µ := µk, а µk определено соотношени-
ями (15), имеет гомеоморфное W 1,2loc (D)-решение fk : D → C с нормировками fk(0) = 0,
fk(1) = 1, которое является k-квазиконформным в D, см. [5, теорема 8.2]. Ввиду этой же
теоремы, fk отображают единичный круг на себя, при этом, gk = f
−1
k также являются
квазиконформными, в частности, принадлежат класу W 1,2loc (D) (см. [13, теорема 9.1]). В
силу [14, теорема 6.10] и ввиду условия (6) для каждого k ∈ N
M(gk(Γ)) 6
∫
D
Kµgk (w) · ρ
2
∗(w) dm(w) 6
∫
D
Q(w) · ρ2∗(w) dm(w) (16)
для произвольного семейства кривых Γ в D и каждой функции ρ∗ ∈ admΓ, где M –
модуль семейства кривых (см., напр., [15, разд. 6]). В силу [16, теорема 1.1] семейство
отображений fk равностепенно непрерывно в D. Значит, ввиду теоремы Арцела-Асколи
fk является нормальным семейством (см. [15, теорема 20.4]), другими словами, найдётся
подпоследовательность fkl последовательности fk, сходящаяся локально равномерно в
D к некоторому отображению f : D → D. Заметим также, что µk(z) → µ(z) при k →∞
для почти всех z ∈ D, поскольку |µ(z)| < 1 и, значит, Kµ(z) в (1) конечна при всех z ∈ D.
Тогда по лемме 1 отображение f принадлежит классу W 1,2loc (D) и является решением
исходного уравнения Бельтрами (2).
По [17, теорема 1]
|fk(z)− fk(z0)| 6
C · (‖Q‖1)
1/2
log1/2
(
1 + r0
|z−z0|
) ∀ z ∈ B(z0, r0)
в произвольной точке z0 ∈ D, где ‖Q‖1 – норма Q в L
1(D), C – некоторая постоянная и
0 < 2r0 < dist (z0, ∂D). Переходя здесь к пределу при k →∞, получаем соотношение (7).
Первая часть утверждения теоремы 1 установлена.
Предположим теперь, что Q ∈ FMO(D), либо выполняется соотношение (8). То-
гда последовательность gk образует равностепенно непрерывное семейство отображе-
ний (см. [18, теоремы 6.1 и 6.5]). Значит, ввиду теоремы Арцела-Асколи gk является
нормальным семейством (см. [15, теорема 20.4]), другими словами, найдётся подпо-
следовательность gkl последовательности gk, сходящаяся локально равномерно в D к
некоторому отображению g : D → D. В силу условия нормировки gkl(0) = 0 и gkl(1) = 1
при всех l = 1, 2, . . . . Тогда в силу [19, теорема 4.1] отображение g является гомеомор-
физмом в D, кроме того, по [19, лемма 3.1] мы имеем также, что fkl → f = g
−1 при
l →∞ локально равномерно в D. Далее применяем схему рассуждений, уже применён-
ную выше к случаю интегрируемой функции Q. Поскольку µk(z) → µ(z) при k → ∞
и при почти всех z ∈ D, то по лемме 1 отображение f принадлежит классу W 1,2loc (D) и
является решением исходного уравнения Бельтрами (2). Теорема доказана. ✷
Пример. Пусть p > 1 – произвольное число и пусть 0 < α < 2/p. Как обычно, мы
используем запись z = reiθ, r > 0 и θ ∈ [0, 2pi). Положим
µ(z) =
{
e2iθ 2r−α(2r−1)
2r+α(2r−1)
, 1/2 < |z| < 1,
0 , |z| 6 1/2 .
(17)
7Используя соотношение
µf(z) =
∂f
∂f
= e2iθ
rfr + ifθ
rfr − ifθ
,
см. равенство (11.129) в [20], мы получаем, что отображение
f(z) =
{
z
|z|
(2|z| − 1)1/α, 1/2 < |z| < 1,
0 , |z| 6 1/2
(18)
является решением уравнения fz = µ(z) ·fz, где функция µ задаётся соотношением (17).
Заметим, что существование решения данного уравнения обеспечивается теоремой 1
(для этого проверим выполнение всех условий этой теоремы). Заметим, что для задан-
ной соотношением (17) функции µ соответствующей ей максимальной дилатацией Kµ
будет функция
Kµ(z) =
{
4|z|
2α(2|z|−1)
, 1/2 < |z| < 1,
1 , |z| 6 1/2
. (19)
Заметим, что Kµ(z) 6 k при |z| >
1
2
· kα
kα−1
и Kµ(z) > k в противном случае. Пусть, как
и прежде,
µk(z) =
{
µ(z), Kµ(z) 6 k,
0 , Kµ(z) > k .
Заметим, что решениями уравнения fz = µk(z) · fz являются отображения
fk(z) =
{
z
|z|
(2|z| − 1)1/α, 1
2
· kα
kα−1
< |z| < 1,
0 , |z| 6 kα
kα−1
,
при этом, обратные отображения gk(y) = f
−1
k (y) вычисляются по формуле
gk(y) =


y(|y|α+1)
2|y|
, |y| >
(
kα
kα−1
− 1
)1/α
,
y· kα
2(kα−1)
( kαkα−1−1)
1/α , |y| 6
(
kα
kα−1
− 1
)1/α . (20)
Из (19)) вытекает, что
Kµk(z) =
{
4|z|
2α(2|z|−1)
, 1
2
· kα
kα−1
< |z| < 1,
1 , |z| 6 kα
kα−1
. (21)
Нам следует проверить выполнение (6) для некоторой интегрируемой в D функции Q.
Для этой цели, подставим отображения gk из (20), в максимальную дилатацию Kµk ,
определённую равенством (21). Тогда
Kµgk (y) =


|y|α+1
α|y|α
, |y| >
y· kα
2(kα−1)
( kαkα−1−1)
1/α ,
1 , |y| 6
(
kα
kα−1
− 1
)1/α .
Заметим, что Kµgk (y) 6 Q(y) :=
|y|α+1
α|y|α
при всех y ∈ Bn. При этом, функция Q инте-
грируема в Bn даже в степени p, а не только в степени 1 (см. рассуждения, использо-
ванные при рассмотрении [20, предложение 6.3]). По построению fk(0) = 0 и fk(1) = 1.
8Поэтому все условия теоремы 1 выполняются, а в качестве искомого решения урав-
нения fz = µk(z) · fz может быть рассмотрено отображение f = f(z), определённое
равенством (18). Более того, из доказательства этой теоремы следует, что отображение
f является именно указанным там решением уравнения, поскольку оно является ло-
кально равномерным пределом последовательности fk. Отметим, что отображение f не
является гомеоморфным решением, также оно не является открытым и дискретным.
Покажем, что для заданной функции µ гомеоморфного W 1,2loc (D)-решения уравнения
Бельтрами (2) не существует. В самом деле, пусть g : D → D – такое решение. За счёт
теоремы Римана об отображении, мы можем считать, что g отображает единичный
круг на себя. Заметим, что при 1/2 < |z| < 1 отображение f, а значит, и отображение
g, локально квазиконформно, поэтому ввиду теоремы единственности g = ϕ ◦ f, где ϕ –
некоторое конформное отображение. Заметим, что ϕ определено в проколотом круге D\
{0}, так как f({1/2 < |z| < 1}) = D\{0}. Отсюда g◦f −1 = ϕ, и, поскольку ϕ конформно
в D \ {0}, то оно продолжается по непрерывности в точку 0. Но тогда и отображение
g ◦ f −1 продолжается по непрерывности в точку 0, что неверно, поскольку f −1(y) =
y(|y|α+1)
2|y|
, а g – некоторый автоморфизм единичного круга. Полученное противоречие
опровергает предположение о существовании гомеоморфного решения g.
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